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種々の多変数ホークス過程のExact Simulation





In this paper, we introduce various Hawkes processes such as multivariate Hawkes pro-
cesses with CIR intensity, multivariate Hawkes processes with Jump-diffusion CIR in-
tensity and multivariate Hawkes processes with Non-Gaussian intensity and derive their
exact simulations which generate unbiased sample paths. These processes introduced in
this paper are generalised multivariate Hawkes processes, which possess useful character-
istics for modeling events with contagion and clustering in finance, insurance and other
fields. In addition to the exact simulation, for comparison we introduce two discretization
schemes which generate sample paths approximately via discretizing time. One is simula-
tion scheme adopting Euler-Maruyama approximation for renewing the intensity process,
and the other is simulation scheme adopting exact simulation for renewing the intensity
process. In the numerical result, for each stochastic process, we verify the validity and
efficiency of exact simulation and discretization schemes and compare these simulation
schemes. In addition, we present some applications in insurance and show the availability
of these simulation schemes.
Key Words : Hawkes process; Multivariate Hawkes processes; Multivariate Hawkes processes
with CIR intensity; Multivariate Hawkes processes with Jump-diffusion CIR intensity; Multi-
















Dassios et al. [2]はホークス過程について，シミュレーショ
ンバイアスが出ない Exact Simulationを提案した．
ホークス過程の一般化として，CIR強度をもつホークス過
程と Jump-diffusion CIR 強度をもつホークス過程がある．
CIR強度，Jump-diffusion CIR強度をもつホークス過程は

















ス過程はQu et al. [7]によって導入された．Non-Gaussian強
度をもつホークス過程とは，強度にNon-Gaussian Ornstein-
Uhlenbeck (OU) model (Barndorff-Nielsen et al.[1]) を




は subordinaor，別名で Background driven Lévy Process
(BDLP)と呼ばれ，例にガンマ過程とTempered Stable sub-
ordinatorをもつ．Qu et al. [7]は Lévy過程としてこれら
2つの例を用いて，Non-Gaussian 強度をもつホークス過程
の諸性質や Exact Simulation，ファイナンスへの応用を与










定義 1 (CIR強度をもつ多変数ホークス過程 )



































1{T [j]i ≤ t}
である．ただし，
• Ft は {λ[j]t }t≥0,j=1,2,...,d が適合となる計数過程
{N [j]t }t≥0,j=1,2,...,d のフィルトレーション．
• T [j]i は j 番目の計数過程 N
[j]
t の i 番目のイベント到
着時刻，
• λ[j]0 > 0は j 番目の強度の初期強度，
• a[j] ≥ 0は j 番目の強度の回帰レベル，
• δ[j] > 0は j 番目の強度の回帰率，
• σ[j] > 0は j 番目の強度の拡散係数，
• {W [j]t }t≥0,j=1,2,...,d は互いに独立で，
{N [j]t }t≥0,j=1,2,...,d と独立な標準ブラウン運動，
• {Y [j,l]i }i=1,2,...は密度関数G






命題 2 λ0 = {λ[1]0 , λ
[2]
0 , . . . , λ
[d]
0 } が条件として与えられた








t | λ0] = δ



















1. 全体の i番目のイベント時刻 Tiとその時刻における強
度 {λ[j]Ti}j=1,2,...dが与えられたもとで，全体の i+1番
目のイベント時間 Si+1 = min{S[1]i+1, S
[2]



















は l番目のホークス過程が j 番目のホークス過程の強
度に与える影響を表す．その後，各計数過程N [j]Ti+1 の
値を更新する．
(2) イベント時間 Si+1 の Exact Simulation
定理 3 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti



















































S[j] は以下の補題 4で生成される．V [j]i+1 は P (V
[j]





















補題 4 (Dassios et al.[4]の Lemma 3.2.)
テール確率
P (S[j] > s) =
 2κ[j]eκ[j]+δ[j]2 s






















1 ∼ U(0, 1).
2. U
[j]
2 ∼ U(0, 1)を独立に生成する．































定理 5 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti
, . . . λ
[d]
Ti
，イベント時間 Si+1 = sが与














































































C [j]s = (κ
[j] − δ[j]) + (κ[j] + δ[j])eκ
[j]s,
E[j]s = (κ
[j] + δ[j]) + (κ[j] − δ[j])eκ
[j]s,



















































































































































いことは，種々の多変数ホークス過程 {N [j]t }t≥0,j=1,2,...,dの
Exact Simulationに対して影響を与えない．























i+1 は j = l
の場合自己励起ジャンプ幅，j ̸= l の場合相互励起ジャンプ












, j ̸= l.
4. Jump-diffusion CIR強度をもつ多変数ホー
クス過程
Dassios et al.[5]を参考に，Jump-diffusion CIR強度をも
つ多変数ホークス過程の定義と 1次モーメントを与える．
定義 7 (Jump-diffusion CIR強度をもつホークス過程 )













































1{T [j]i ≤ t}
である．ただし，Ft，T [j]i ， a




• τ [j]i は定常強度 η
[j] をもつ j 番目の複合ポアソン過程
の i番目のイベント到着時刻，
• {Z [j]i }i=1,2,... は密度関数 H






命題 8 λ0 = {λ[1]0 , λ
[2]
0 , . . . , λ
[d]
0 } が条件として与えられた








t | λ0] = δ
































i+1, . . . , E
[d]
i+1}
を生成する．ただし，S[j]i+1 は全体の i 番目のイベン
ト時間以降の j 番目のホークス過程の最初のイベン
ト時間を表し，E[j]i+1 は全体の i 番目のイベント時間
以降の j 番目の複合ポアソン過程の最初のイベント
時間を表す．




を与える．ただし，Ti+1 = Ti + Si+1 である．
3. 各強度に対してジャンプ幅 Y [j,l]i+1（Si+1 = S
[l]
i+1 の場
合）または Z [j]i+1（Si+1 = E
[j]
i+1の場合）を与え，イベ




の後，各計数過程 N [j]Ti+1 の値を更新する．
(1) イベント時間 Si+1 の Exact Simulation
定理 9 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti


































































そして E = min{E[1]i+1, E
[2]
i+1, . . . , E
[d]
i+1}は


















定理 10 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti
, . . . λ
[d]
Ti































































































































































































































i+1, Si+1 = E
[j]
i+1.
























[j,l]), j, l ∈ {1, 2, 3}.








 , λ[·]0 =
 11.2
0.9







 , β[·,·] =





















[j]), j, l ∈ {1, 2, 3}.
ただし，E[Y [j,l]i ] =
1
β[j,l]









 , λ[·]0 =
 11.2
0.9
 , δ[·] =
 54
3





 2 4 53 2 4
4 3 2
 , η[·] =
 11
1





図 2 は Jump-diffusion CIR 強度をもつ多変数ホークス










Qu et al.[7] を参考に，Non-Gaussian 強度をもつ多変数
ホークス過程の定義と 1次モーメントを与える．
定義 11 (Non-Gaussian 強度をもつホークス過程 )































1{T [j]i ≤ t}
である．ただし，Ft，T [j]i ，a
[j] ≥ 0，δ[j] > 0，{Y [j,l]i }i=1,2,...
は定義 1と同様であり
• ρ[j] は任意の正の定数，
• Z [j]s はZ [j]0 = 0をもつ j番目の subordinator (BDLP)
である．













命題 12 λ0 = {λ[1]0 , λ
[2]
0 , . . . , λ
[d]
0 }が条件として与えられた








t | λ0] = δ





















定義 13 (Qu et al.[7] Definition 4.1) 形状パラメータ αG，

















(2) Tempered Stable subordinator ベースの
Non-Gaussian 強度をもつ多変数ホークス過程
Tempered Stable subordinator ベースの Non-Gaussian
強度をもつ多変数ホークス過程は，Lévy過程に Tempered
Stable subordinatorを用いている．
定義 14 (Qu et al.[7] Definition 4.2)





e−βTSydy, y ≥ 0, α ∈ (0, 1), β, θ ∈ R+.
Tempered Stable (TS) subordinatorは単位時間当たりの周辺











1. 全体の i番目のイベント時刻 Tiとその時刻における強
度 {λ[j]Ti}j=1,2,...dが与えられたもとで，全体の i+1番
目のイベント時間 Si+1 = min{S[1]i+1, S
[2]



















は l番目のホークス過程が j 番目のホークス過程の強
度に与える影響を表す．その後，各計数過程N [j]Ti+1 の
値を更新する．
(1) イベント時間 Si+1 の Exact Simulation
定理 15 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti

















































2 ∼ U [0, 1]
である．X [j]は以下の強度を持つ非定常ポアソンの最初のイ
ベント時間である．








, t ≥ 0.
アルゴリズム 16 (Thinning スキーム ) 確率変数X [j] は以
下の手順で正確に生成される．
1. イベント時間の候補となる時間 t̃を初期化する．t̃ = 0．
2. パラメータ ζ [j]∞ の指数分布にしたがう確率変数E[j]を
生成する．ただし
ζ [j]∞ = lim
t→∞





である．その後 t̃を更新する．t̃ = t̃+ E[j]．






ば，X [j] = t̃とし，そうでない場合は 2.に戻る．
(a) イベント時間 Si+1 の Exact Simulation：ガンマ
過程ベースのNon-Gaussian 強度をもつ多変数ホークス過
程 イベント時間 Si+1 の Exact Simulation はアルゴリ
ズム 16で与えられた Thininngスキームを通して生成され
る．アルゴリズム 16で用いられる ζ [j]∞ は以下で与えられる．












(b) イベント時間 Si+1 の Exact Simulation：Tem-
pered Stable subordinator ベースの Non-Gaussian
強度をもつ多変数ホークス過程 イベント時間Si+1の Ex-
act Simulation はアルゴリズム 16 で与えられた Thininng
スキームを通して生成される．アルゴリズム 16で用いられ
る ζ [j]∞ は以下で与えられる．



























定理 17 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti




Si+1 = min{S[1]i+1, S
[2]
i+1, . . . , S
[d]









































にしたがう確率変数である．B̃[j] は，確率 p[j]1 で 0をとり，























































































0 ∼ U [0, 1].














{S[j]k }k=1,2,... は独立同分布の指数分布 Exp(θ









定理 18 強度 λ[1]Ti , λ
[2]
Ti




Si+1 = min{S[1]i+1, S
[2]
i+1, . . . , S
[d]























, B̃[j], S[j], Ñ [j], {S[j]k }k=1,2,...は，互いに独立
であり，T̃ S
[j]


































B̃[j] は確率 p[j]1 で 0 をとり，確率 p
[j]
































































































































































i は j = l
の場合自己励起ジャンプ幅，j ̸= l の場合相互励起ジャンプ























[j,l]), j, l ∈ {1, 2, 3}.








 , λ[·]0 =
 12
1.5
 , δ[·] =
 23
5









 , ρ[·] =
 11
1
 , β[·,·] =
 2 3 53 2 4
4 6 1
 .
図 3 はガンマ過程ベースの Non-Gaussian 強度をもつ多
変数ホークス過程について，時刻 T を動かしたときの各 1
図 3 1次モーメントの理論値とシミュレーション値





(2) Tempered Stable subordinator ベースの
Non-Gaussian 強度をもつ多変数ホークス過程：
理論値とシミュレーション値の比較






[j,l]), j, l ∈ {1, 2, 3}.








 , λ[·]0 =
 1.11
1.5









 , β[·]TS =
 0.51.2
0.5







 , β[·,·] =




図 4 は Tempered Stable subordinator ベースの Non-
Gaussian 強度をもつ多変数ホークス過程について，時刻 T
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